Exemplos de Demonstragdes de Problemas NP-Completos.




Problema Clique Maximo do Grafo

* Um clique em um grafo nao direcionado G = (V, E) € um
subconjunto V' ¢ V de vértices, cada par dos quais é conectado
por uma aresta em E.

* Em outras palavras, um clique é um subgrafo completo de G. O
tamanho de um clique é o numero de vértices que ele contém.

* O problema do clique é o problema de otimizacao de encontrar
um clique de tamanho maximo em um grafo.

—



Problema Clique Maximo do Grafo

* Como um problema de decisao, nés perguntamos simplesmente
se um clique de um dado tamanho k existe no grafo. A definicao

formal é:

CLIQUE={<G,k>:G é um grafo contendo um clique de tamanho k}
* Para mostrar que um problema é NP-Completo precisamos:

- queeleé NP (LENP), e

- que ele e redutivel polinomialmente a outro problema NP (L' =p
L para todo L' € NP)

—



Problema Clique Maximo do Grafo

Teorema:

O problema clique maximo do grafo € NP-Completo.
Prova:
* CLIQUE € NP:

- para um grafo G=(V,E), vamos usar o conjunto V' ¢ V de vértices no
certifica de clique para G.

— podemos verificar se V' € um cligue em tempo polinomial verificando
se, para cada par u,v € V', a aresta (u,v) pertence a E.

—



Problema Clique Maximo do Grafo

* 3-CNF-SAT <p CLIQUE:

- O algoritmo de reducao comeca com uma instancia de 3-CNF-SAT.
Seja a féormula booleana 3-CFN com k clausulas

P=CACGAN LA
- onde cada clausula C,, parar=1, 2, .., k, tem 3 literais |,", ," e I5".

- Devemos construir um grafo G tal que @ é satisfeita se e somente
se G tem um clique de tamanho k.

—



Problema Clique Maximo do Grafo

* Este grafo G=(V,E) deve ser construido da seguinte forma:

— Para cada clausula C,=( 1"V I,y V I3") em @ criamos 3 vértices v4", Vo',
V3" e colocamos arestas entre dois vértices vi" e v7 se ambas as
seguintes condicdes forem validas:

* vi'e vj estdo em diferentes triplas, ou sejai#j, e

* Seus correspondentes literais sao consistentes, isto é | ndo é
negacao de |s.

* Podemos facilmente construir esse grafo em tempo polinomial a partir
de &.

—



Problema Clique Maximo do Grafo

 Como exemplo dessa construcao, se temos

D=0 VDVIX)A(IX1 VX2V X3) A (X1 V X2V X3)

C| = X1 VX2V —X;3

* Entdo o grafo G é:

Cz ==X VX2V X3 C] =XV X2VX;3




Problema Clique Maximo do Grafo

* E preciso mostrar que a transformacédo de ® em G é uma reducéo.

- Primeiro suponha que ® tem uma atribuicdo satisfatoria;

- entdo cada clausula C; contem pelo menos um literal I com valor 1, e cada
tal literal corresponde a um vértice vy,

- Selecionar um literal "verdadeiro" de cada clausula produz um conjunto V'
de k vértices. Afirmamos que V' & um clique.

- Para quaisquer dois vertices v, v € V', onde r # s, ambos correspondendo
aos literais I, | mapeados para 1 pela atribuicdo satisfatéria, e assim os
literais nao podem ser correspondentes. Assim, pela construcao de G, a
aresta (v, vy*) pertence a E.

—



Problema Clique Maximo do Grafo

- Por outro lado, suponha que G tenha um clique V' de tamanho k.
Nenhuma aresta em G conecta vértices na mesma tripla, e entao V'
contém exatamente um vértice por tripla. Podemos atribuir 1 a
cada literal I tal que v € V' sem medo de atribuir 1 a um literal e
seu complemento, ja que G nao contém arestas entre literais
inconsistentes. Cada clausula é satisfeita, e entdao ® é satisfeita.
(Quaisquer variaveis que nao correspondam a um vértice no clique
podem ser definidas arbitrariamente.)

—



Problema Clique Maximo do Grafo

No exemplo da Grafo G, uma atribuicao satisfatoria de ® tem x,=0 e x3=1. Um
clique correspondente de tamanho k = 3 consiste nos vértices correspondentes a !
X, da primeira clausula, x; da segunda clausula e x; da terceira clausula. Como o
clique ndo contém vértices correspondentes a x; ou !x;, podemos definir x, como 0
ou 1 nessa atribuicdo satisfatoria.

Observe que na prova do Teorema, reduzimos uma instancia arbitraria de 3-CNF-
SAT a uma instancia de CLIQUE com uma estrutura particular. Vocé pode pensar
que mostramos apenas que CLIQUE & NP-dificil em grafos nos quais os vértices
sao restritos a ocorrer em triplas e nos quais nao ha arestas entre vértices na
mesma tripla. De fato, mostramos que CLIQUE é NP-dificil apenas neste caso
restrito, mas esta prova é suficiente para mostrar que CLIQUE é NP-dificil em
grafos gerais. Por qué? Se tivéssemos um algoritmo de tempo polinomial que
resolvesse CLIQUE em grafos gerais, ele também resolveria CLIQUE em grafos
restritos.

ﬂ



O problema da cobertura de vértices

* Uma cobertura de vértices de um grafo nao direcionado
G=(V, E) € um subconjunto V' ¢ V tal que se (u, v) € E, entao
u€VouveEV (ou ambos). Ou seja, cada vértice “cobre”
suas arestas incidentes, e uma cobertura de vértices para
G € um conjunto de vértices que cobre todas as arestas em
E. O tamanho de uma cobertura de vértices € o numero de
vértices nela. Por exemplo, o grafo na Figura (b) a seguir
tem uma cobertura de vértices {w,z} de tamanho 2.

—



O problema da cobertura de vértices

(a) (b)




O problema da cobertura de vértices

* O problema da cobertura de vértices &€ encontrar uma
cobertura de vértices de tamanho minimo em um dado grafo.
Reformulando esse problema de otimizacao como um problema
de decisao, desejamos determinar se um grafo tem uma
cobertura de vértices de um dado tamanho k. Como uma
linguagem definimos

VERTEX-COVER = { <G,k>: grafo G tem uma cobertura de vértices
de tamanho k}

* Mostre que o problema de Cobertura de Vértices € NP-completo

ﬂ



O problema do caixeiro viajante

- No problema do caixeiro-viajante, que € intimamente relacionado
ao problema do ciclo hamiltoniano, um vendedor deve visitar n
cidades. Modelando o problema como um grafo completo com n
vértices, podemos dizer que o vendedor deseja fazer um passeio,
ou ciclo hamiltoniano, visitando cada cidade exatamente uma vez e
terminando na cidade de onde comeca.

- O vendedor incorre em um custo inteiro nao negativo c(i,j) para
viajar da cidade i para a cidade j, e o vendedor deseja fazer o
passeio cujo custo total € minimo, onde o custo total € a soma do
custo individual ao longo das bordas do passeio




O problema do caixeiro viajante

- Por exemplo, na figura abaixo o passeio de custo minimo é (u, w, v,
X, U) com 7.

- Alinguagem formal para o correspondente problema de decisao é
TSP = { <G,c,k>: G=(V,E) € um grafo completo, c € uma fungao
VXV-Z, k € Z, e G tem um passeio do caixeiro viajante com custo no
maximo k.}

* Mostre que esse problema é NP-Completo.
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