RelacOes de Recorréncia



RelacOes de Recorréncia

Uma relacao de recorréncia (ou apenas
recorréncia) € uma maneira de definir uma
funcao através de uma expressao envolvendo a
mesma funcao.

Exemplo: A seqguéncia de Fibonacci.
F(n) = F(n-1) + F(n-2)

F(2) =1
F(1) =1



RelacOes de Recorréncia

E facil ver que pela recorréncia definida
anteriormente € possivel calcular o numero de
Fibonacci para qualquer numero k fazendo k-2

computacoes.

E mais conveniente ter uma expressdo explicita
para F(n) e assim rapidamente computar seu
valor, e até para comparar com outras funcoes

conhecidas.

Recorréncias aparecem sempre em Analise de
Algoritmos.



Solucionando a Relacao de
Recorréncia

Encontrar uma funcao f(n) atraves de uma
recorréncia nos ajuda a calcular seu valor e
comparar com outra recorréncias, isto € chamado
solucionando a relacao de recorréncia.

Algumas técnicas para solucionar recorréncias
sao:
* Palpites Inteligentes
* Método de Substituicao
* RelacOes de Divisao e Conquista
* Recorréncias com historico completo



Palpites Inteligentes

Parece nao muito cientifico, mas funciona bem
gquando estamos tentando achar um limite
superior ao inves da solucao exata.

Exemplo: Considere a recorréncia abaixo definida
para n, considerando n poténcias de 2.
T(2) =1 se n=2; e
T(2n) < 2T(n) +2n—-1 se n>2



Palpites Inteligentes

Queremos encontrar um limite superior (na forma
da notacao O) para T, ou seja, h0SSO objetivo é
encontrar uma funcao f(n) tal que T(n) = O( f(n) ).

Mas temos que ter o cuidado para gue esse limite
superior nao seja muito distante de do valor exato
de T(n).



Palpites Inteligentes
(Chute) Vamos supor entao que f(n) = n?
Agora e preciso Provar que T(n) = O ( f(n) ).
Usando Inducao matematica temos gue:

Passo 1: Verificar a base da inducao: T(2) = 1.

T(n) <i(n)

T(2) = 1(2)
1<2°
1<4




Palpites Inteligentes

Passo 2: Assumindo como hipoétese de inducéo:
T(n) < f(n) => T(2n) < (2n)?

Passo3: Prova:

T(2n) < 2T(n) + 2n +1 (pela definicao da recorréncia)
<2f(n)+2n+1
<2n°+2n+1 (pela hipoétese de inducéao)
<2n°+2n+1 < (2n)?
<2n°+2n+1<4n?
Verdadeiro p/todo n>2.



Palpites Inteligentes

Assim T(n) = O( n?)

E um bom palpite ???



Palpites Inteligentes

Vamos tentar f(n) = cn, para uma constante c.
1. Base da Inducao:
T(2) < 1(2)
T(2) =1<1(2) =2c
2. Hipotese de Inducao:
T(n) < f(n) => T(2n) < f(2n)
3. Prova:
T(2n) < 2T(n) + 2n -1
<2cn+2n-1
<2cn+2n-1<1(2n)
2cn+2n-1 > 2c¢cn falso.
logo O(n) < T(n) < O(n?)



Palpites Inteligentes

Vamos tentar f(n) = n.log:n.
1. Base da Inducao:
T(2) < (2)
T(2) =1<1(2) = 2(log22)
T2)=1<1(2) =2
2. Hipotese de Inducao:
T(n) < f(n) => T(2n) < f(2n)
3. Prova:
T(2n) £ 2T(n) + 2n -1
< 2nlog:n +2n -1
2n logzn +2n — 1 < f(2n)

IN

IA N

2n logzn +2n — 1 < 2n(logzn + log22)
2n log:n +2n — 1 < 2n.logzn + 2n
logo temos gue T(n) = O(n logzn )

IN

2n logon +2n — 1 < 2n(log22n) (prop. logaritmo)

verdadeiro



Arvore de Recursao

A0 usar uma arvore de recursao para gerar um
bom palpite, muitas vezes vocé pode tolerar
uma peguena guantidade de “desleixo”, ja que
verificaremos o palpite mais tarde.

Se vocé for muito cuidadoso ao desenhar uma
arvore de recursao e somar 0S Ccustos, VOCcé
pode usar uma arvore de recursao como uma
prova direta de uma solucao para uma

recorréncia. Faremos isso na prova do teorema
mestre.



Arvore de Recursao

* Exemplo: Seja a recorréncia
T(n) = 3T(n/4)+6(n%)

Buscamos um limite superior para essa
recorréncia, entao criamos uma arvore de
recursao para a recorréencia

T(n) = 3T(n/4)+cn?, para c>0

POr conveniéncia, vamos assumir que n é uma
poténcia de 4 exata( exemplo de desleixo
permitido), para tornar os tamanhos subproblemas
Inteiros.




Arvore de Recursao

* A Figura 1 mostra como derivamos a arvore de
recursao da recorréncia.
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Total: O(n?)



Palpites Inteligentes
Arvore de Recursao

Para tentar definir um palpite mais proximo da
complexidade da recorréncia pode-se utilizar uma
arvore de recursao a partir da recorréncia.

Em uma arvore de recursao cada no representa o
custo de um unico subproblema em algum lugar no
conjunto de invocacoes de funcoes recursivas.

Somamos 0s custos dentro de cada nivel da arvore
para obter um conjunto de custos por nivel e, em
seguida, somamos todos 0s custos por nivel para
determinar o custo total de todos o0s niveis da
recursao.
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